
Cours 11: Theorimes de comparaison de Sturm

Nous allows demouler les resultats classiques de com-

paraison des zeros de solutions d'equarius du hype
(HS). Plus precisement, considerous les equations

/HS1) sp, It) x'
+9,14X =0,

(HS2) (PI) x')' +9,1tX =0,

onPi, 9i-("(ab), IR), - ocaabc,
au pi >0 Sur (a,b), i = 1,2.

Definition 11.1: Si p, 2pc et q, =92 sur (a,b),
on dit que (HSC) est an majorant (de Sturm)



de (HS1). Soil existe ce(a,b) he) que q,() < q,(2)
on p, (c) PaCC) et q(C) =0, on dit que (HS2)
est un majorant stick de (HSI).

Theorima II.1:Soit x, 1H, Xc(t) des solutions

de (HS1) et (HS2), respectivement, et soil
8, 17), 8. 1t) hes angles de Prefer correspondant.
(a) Si (ASI) est an majorant de (ASI), alors:
· I,(a) =8(a) =8,1t) =Dilt) Fte(a,b);
·I,(a)<I(a) =8,1t)<8_(H) Xte(a,b).

(b) Si (HS2) est an majorant stick de (HSI) area
un (e(a,b) comme dans (a definition 11.1, alors



· I,(a)
=1(a) =8,1<de(t) Fte (c,b).

(2) Si bcas, les conclusions des points (a) it(b)
sout vrails jusquiat =b.

Pour prone le Micorice 11.1, nous allows utiliser
he resultat d'iregalites differentielles suivant.
Lemme 11.1:Supposons que fe C(a,b)x1R, IR) esh
localement lipschitzienne enx. Soit:
(i) u(t) 1: uniq we solution du problime de Cauchy

ni
=f(tin), U(a) =no -IR;

(ii) WI are fouchon desirable satisfaisant



v
=f(t,v), va) = Noc

sur an intervalle (a,d)c(a,b).

Alors v(t) = n(t) pour t =a et dans linkivalle

maximal on net existent.

Prenve: Quilt a choisir d plus pelit, supposons
s.p.d-y. que nest solution de u'=fltia) sur
I intervalle (a,d). Pour bout new, so it an la
solution du pb. de Cauchy

n
=f(t,u) +t,u(a) =no.

Par dependance continue andparamities



Chicorice 4.1), on a

que null) sul

quand n -> co, pour bout tt (a,d). On va

monher que

III. Il Fte(a,d) FreN, vI <nnIt).
La conclusion suit en laissant n +0.

Tout diabord, monbous:

(11.2) FueIN Jdnt(a,d) Fte(a,du), UH <UnCH.
Si via) < no =Un(a), (11.2) dicoule simplement
de la continuitedes fonctions vet an
Supposons done v(a) =no =UnCa). On a alors



v(a) =f(a,v(a)) =f(a,un(a))
<f(a,un(a)) +t =n(a).

Ainsi, v-Un est strichment decroissante dans

nu voisinage adoile de a, don (11.2).

Pour passer de (11.2) a(II.1), now faisons an
argument par continuite. Rebaplisons
dr = =sup 4T- (a,d);vaUn sur (ait) 3- (a,d].

Supposons par absurde dm<d. Alors, par
continuite,

(11.3) v(t) <unC) Fte(a,dn), vIdal =maldu).



Alors,

v'(du) _f(dn, v(dul) = f(dn,un(da))
<f(dn,un(d)) +i =un(du),

donc (r-ua) (t) est shickment decroissance an

point t = d., ce qui contredit (11.3). Ainsi,
da =d pour bout neI, dion (II.1). #
Prenue du Corine 11.1:(a) Definissons

filt, 9)=H-s+qiltsin', i =1,2.

Alors, pour i=1,2, gilt) est lnnique solution du



problime de Cauchy
911) =f(t,8:), te(a,b),

tan 8,(a)= Silical, 9(a)- (0,5).
Parhypoltise, I, =f, lt,8,1 <filt,,).
Supposons 9, (a) In (a). Parle Game 11.) area

u == et v =., on oblient immediatement

(11.4) 8, (t) =8. (H), t- (a,b).

Supposons maintenant I, (a) < &n(a). So it is (t)

are solution de (HS1) don't langle de Prefer 8, (t)
sahisfait 8,(a) = 1(a). On didn't anouveau



que 9, (t) =0, It), t- (a,b).

De plus, I, (a) < &, (a). Nous allows mother que

8,1) < 8, 1), te(a,b),
ce qui termine (a prenue

du cas (a).

Supposons par labsurde qu'il exist [t(a.3) Eq.
I, (E) = 1, (E): I =

(p,x!)/E) (p,xs') (E)

4 p, (,xs - x,x)(E) =0

i.e. W(X,2] (E) =0.

Alors X, et is sont lineairementdependantes.



Leciimplique que I,
=8, sur (a,b), one

contradiction area I, (a) < &, (a).

(b) Par le point (a), nous savous dejaque (11.4)
est satisfail. Supposons par l'absurde que

(11.5) I, (t) <8: (t) kt -(c,b)
niest pas wai. Alors in existe de (c,b) b.g.
8, (d) =1, (d). Nous commengons par mouler que
I, =82 sur [a,d]. Si sa nest pas vrai, is exist

E- (a,d) b.g. 8, (F) < 8(E). Alors, par (a),
I, (t)<82(f) Ft -(E,b),

ce qui concredit G,(d) =82(d).



a C d b

[ I I I

Elant stabli que 8, =I2 sur (a,d], on a alors

11.6) 0
=(9, - 9.) =(i - pe) vs8; + (9,4)-9,(t) sin;
pour i= 1,2. Comme (AS2) est un majorant strict
de (HSI), on deductde la continuitede pi, 4i
qu'il existe un voisinage adroite V dec dans

(a,d) suo lequel:
soit (1) 9,1)< q, (t) FteV;
soit (2) p, It)< p. (A), q, 1=0 Fte V.



Cas(1):Comme p, ? Pe et 9, 29, sr V,
on diduit de (II.6) que sin g, =0 surV,
soit 1, =0 (modi) suw V. Amusi, X, =0 CurV

of on conclut par unciteque xi =0 sur(a,b)1.
Cas (2):Comme p, > p2 et 9,292 sur V,
on diduit de (II.6) que cos8c =0 sur V,
soit I2 = = (modi) sur V. Amusi, PX =0

sur V. Par (HS2), on a alors sur V:

92x2 =0, 9,30 => X2 =0. On deduit a

nonean par unciteque x2 =0 Sur(a,b)1.
Les contradicious provent (11.5). It



Remarque 11. 1:La condition p, (c)>pr(c)
nist pas suffisante pour obteni (a conclusion
fort (11.5), comme le montre l'exemple suivant:
sur(0,0), soit P, =2, Pc = h

(P,xi)
1

=0, (P2X!)1 =0;1,(0) =8-(0) ==
->pix=Pcx =0 =1=1 sar (0,).

On deduit du Thorine 11.1 Is dex teorimes

de Sharm suivants.

Theorie 11.2 (theorie de comparaison):
So it , (H) nue colution nourbiviale de (HS1)



are deny zeros consecutifs a <t,ct.<b.

(a) Si CASL) est an majorant de (HSI), alors
tout solution de (AS2) posside an mains an
zero days (intervalle (t,tw].

(b) Si CASL) est an majorant strict de (HSI),
alors tout solution de (AS2) posside an
moins an zero days (intervalle (t,, tw].

Preve: (a) Soit X.It) me solution non-biviale de

CAS2). Par (a proposition 10.1, on pent supposer s.p.d.g.
que 8, 11) =0, 9,(r) =4, 9, 1t,) =2 =(0,5),
on1:est langle de Prefer de Xi, i =1,2.



Par le theorine 11.1 (a), 8c(t) =I,(tr) =i.
Comme I, est continue, in exist it (t,, te] b.q.
92 (t) =i, i. e. Xe(t) =0.

(b) Par L Hiorine 11.1 (b), largument ci-dessus se
new force:I2 (t) > I, (t) =4 =I Te (t,,te) bq.
I: (t) =π, i. e. X. (T) =0.1
In appliquant le Morine 11.2 aNiquation

(Hs) (p(t)x' +q(t)x =0

arec p, qe((la,b), 1R), -c<a<b =d,p>0,
on oblient le risullal suivant.



Theorine 11.3 (hiorime de separation):
SoiL x, (t), 2nIt) dexcolutions linairement

independantes de (HS). Entre de zeros couse -
culifs dex, it existe un zero de tu et vice versa.

I

Prenue:On remarque
bout diabord

que
(AS) est

an majorant de lui-mime. So it act, strcb

dent zeros consecutifs dex.. Par Le Crme II.2,
to posside an zero - (t,,tr]. De plus, It
est impossible. In effect, si T:to on a alors

W(,)(te) =p(t)(X,(z)Xc(te) - X,(tu) Xr(te)) =0,
e qui concredit findependance lineaire de X, et X.It



Problimes de Shim-Lionville are conditions

de bord separies (Kong, Section 6.6)

On cherche les valeurs propres d = 4 et us fouchous
propies correspondantes duproblem

(SL) - (p(t)x)' +q(t)x =1wIt) x, te(a,b),

onp, q, wECo(la,b), 1R), P, W >0 surCa,b),
avec les conditious an bord

65 2X(a)-sinx(pX')(a) =0, xt(0,4),
(5) E6 x(b) - sin(px)(b) =0, Bt(0,5).

Lexemple suivant est elementaire et representatif.



Example 11.1:Le probleme
- X" =3x,x(0) =x(1) =0(4 =0, =4)

a las valeurs propres
et touchous propres

93n3neINo/ [UnBneNo donntes explicitement par:
In
=((n+1)π)", hult)=sin((n+1)E), ne No.

Clairement, SaeIRpour out nelo et, sin tm,
as fouchbus propres an et um sont orthogonales:

San(t)umIt)dt =0.
La theorie developpe ci-dessus permet de generaliser



as rcullats itementaires an problime (SL)-(s).

Theorize (1.4:Tonks Les valeurs propreset forchons
propres

du problime (SL)-(5) sont relles. Les

valeurs propies forment one suite croissante et

borace inferencement d0 <1,<12<..., are
Jn -> 0 (n->s). Pour chaque ne/No, In a

multiplicite giomehique 1, et les fonctions propres
associzes out exactment a zeros dams (a, b).

De plus, sin fm, denfouchous propres Un, am
associzes respectivement aduet du salis font

I, Unit)Um (t)WI dt =0.


